
Décompositions LU et Cholesky
• Allaire, Algèbre linéaire numérique. (113-122)

Décomposition LU :
Soit A “ pai,jqi,jPJ1,nK P MnpKq telle que toutes les sous-matrices diagonales
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soient inversibles. Alors, il existe une matrice L “ pℓi,jqi,jPJ1,nK triangulaire inférieure
avec @i P J1, nK, ℓi,i “ 1 et une matrice U triangulaire supérieure telles que A “ LU .
De plus, cette décomposition est unique.

Démonstration.
• Existence : Supposons qu’au cours de l’élimination de Gauss il n’y ait pas besoin de
faire de permutations pour changer de pivot, i.e. tous les pivots naturels a

pkq

k,k sont non
nuls. On crée par récurrence des matrices Apkq “ pa

pkq

i,j qi,jPJ1,nK en posant Ap1q “ A puis
pour tout k P J1, n ´ 1K, Apk`1q “ EkApkq avec
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On pose alors U “ Apnq “ En´1 . . . E1A et L “ E´1
1 . . . E´1

n´1. Donc A “ LU .
Par construction U est triangulaire supérieure. Et il est facile de voir que
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On va maintenant vérifier par récurrence que les pivots choisis sont non nuls.
Pour tout k P J1, nK, on pose Hk : a

pkq

k,k ‰ 0.
Comme a1,1 “ ∆1 qui est inversible alors H1 est vraie.
Soit k P J2, nK tel que H1, . . . , Hk´1 soient vraies. Comme les k ´ 1 premiers pivots sont
non nuls alors on peut alors construire Apkq sans problème. Or A “ E´1

1 . . . E´1
k´1A

pkq.
On écrit cette égalité sous forme de matrices par blocs

˜

L
pkq
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L
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¸ ˜
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∆k A1,2
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˙

où L
pkq

1,1, U
pkq

1,1 , ∆k P MkpKq, L
pkq

2,1, A
pkq

2,1, A2,1 P Mn´k,kpKq, A
pkq

1,2, A1,2 P Mk,n´kpKq et
A

pkq

2,2, A2,2 P Mn´kpKq. Par multiplication de matrices par blocs, L
pkq

1,1U
pkq

1,1 “ ∆k.



Comme L
pkq

1,1 est triangulaire inférieure avec des 1 sur sa diagonale alors elle est inversible
et U

pkq

1,1 “ pL
pkq

1,1q´1∆k aussi comme produit de matrices inversibles. Son déterminant est
non nul et c’est une matrice triangulaire supérieure avec a

p1q

1,1, . . . , a
pkq

k,k comme coefficients

diagonaux. Donc
k

ź

i“1
a

piq
i,i ‰ 0. Et par conséquent, a

pkq

k,k ‰ 0. D’où Hk.

• Unicité : Soit pL1, U1q une autre décomposition de A. Comme A “ LU “ L1U1 alors
L´1L1 “ UU´1

1 . Comme L est triangulaire inférieure alors L´1 aussi.
Ainsi, L´1L1 est triangulaire inférieure. De même, UU´1

1 est triangulaire supérieure. Donc,
L´1L1 et UU´1

1 sont diagonales et la diagonale de L´1L1 est uniquement composée de 1.
Finalement, L´1L1 “ UU´1

1 “ In. D’où l’unicité.

Décomposition de Cholesky :
Soit A P S``

n pRq. Alors, il existe une unique matrice B P MnpRq triangulaire infé-
rieure de coefficients diagonaux strictement positifs telle que A “ BtB.

Démonstration.
• Existence : Comme A est symétrique définie positive alors elle admet une unique
A “ LU . En effet, si ∆k n’est pas inversible alors il existe Y P Rk non nul tel que
∆kY “ 0. Posons X “ py1, . . . , yk, 0, . . . , 0q P Rn. Alors,

xAX | Xy “
ÿ

i,jPJ1,nK

ai,jxixj “
ÿ

i,jPJ1,kK

ai,jyiyj “ x∆kY | Y y “ 0

Ce qui est impossible car X est non nul et A est définie positive.
On note U “ pui,jqi,jPJ1,nK et D “ diagp

?
u1,1, . . . ,

?
un,nq.

On peut prendre la racine carrée car d’après la démonstration précédente, on a @k P J1, nK,

U
pkq

1,1 “ pL
pkq

1,1q´1∆k donc @k P J1, nK,
k

ź

i“1
ui,i “ det ∆k ą 0 alors uk,k ą 0.

On pose B “ LD et C “ D´1U . Comme A P S``
n pRq alors BC “ A “ tA “ tCtB ou

encore CptBq´1 “ B´1ptCq. Comme C et tB sont triangulaires supérieures alors CptBq´1

aussi et de même B´1ptCq est triangulaire supérieure. Par l’égalité, elles sont toutes deux
diagonales. Grâce à la définition de D, les matrices C et B ont les mêmes éléments
diagonaux. Donc CptBq´1 “ B´1ptCq “ In. Donc C “ tB.
• Unicité : Supposons qu’il existe une autre décomposition A “ BtB “ B1

tB1. De même
B´1

1 B “ tB1
tB´1 “ D diagonale (triangulaire supérieure et inférieure).

Donc BtB “ BDtDtB “ BpD2qtB et comme B est inversible alors D2 “ In. Ainsi, les
coefficients diagonaux de D sont égaux à ˘1. Mais, comme les coefficients de B sont
positifs alors D “ In. D’où l’unicité.

Remarque.
• Ces deux décompositions sont utiles pour résoudre les systèmes linéaires de la forme

Ax “ b avec A P GLnpRq. On a plus qu’à résoudre deux systèmes linéaires avec des
matrices triangulaires (facile à résoudre avec méthodes de remontée et descente).

• En pratique, pour faire la décomposition de Cholesky d’une matrice A, on construit

B “ pbi,jqi,jPJ1,nK telle que @i, j P J1, nK, ai,j “

minpi,jq
ÿ

k“1
bi,kbj,k. Donc bi,i “

d

ai,i ´

i´1
ÿ

k“1
b2

i,k

et comme A est symétrique alors @j P Ji ` 1, nK, bi,j “
1

bi,i

˜

ai,i ´

i´1
ÿ

k“1
bi,kbj,k

¸

.

• La décomposition de Cholesky remplace avantageusement la décomposition LU pour
une matrice symétrique définie positive car on fait environ 2 fois moins d’opérations.


